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Nast puj cy wynik jest standardowym twierdzeniem o minimaksie dla strategii 
mieszanych. Zak adamy, e funkcja wyp at danej gry jest mierzalna i ograniczo-
na, tak wi c mo emy stosowa  twierdzenie Fubiniego i zde  niowa  mieszane 
rozszerzenie gry.

Twierdzenie 3.3.2. Niech G = (S, T, g ) b dzie gr  o sumie zerowej tak , e:

 (i) S i T s  zwartymi topologicznymi przestrzeniami Hausdor  a;
 (ii) dla ka dego t w T, g (· , t) jest pó ci g a z góry, a dla ka dego s w S, g (s, ·) 

jest pó ci g a z do u;
 (iii) g jest ograniczone i mierzalne w odniesieniu do produktu -algebry borelow-

skiej S  T .

W takim przypadku mieszane rozszerzenie G oznaczane jako ( (S), (T ), g ) posiada 
warto , a dla ka dego  > 0, ka dy z graczy dysponuje -optymaln  strategi  ze 
sko czonym wsparciem.

Dowód. Do gier G+ = ( (S ), f  (T ), g) oraz G– = ( f  (S), (T), g ) mo na zastoso-
wa  Stwierdzenie 3.3.1. Otrzymamy dzi ki temu, odpowiednio, warto ci υ+ i υ–. 
W sposób oczywisty υ+  υ–.

Niech  (wzgl. ) b dzie optymaln  strategi  gracza 1 w grze G+ (wzgl. gracza 2 
w G–). Otrzymujemy wtedy:

 

∫
S
g(s, t)σ(ds) � v+, ∀t ∈ T,

∫
T
g(s, t)τ (dt) � v−, ∀s ∈ S.

A zatem, na mocy twierdzenia Fubiniego:

 v+ �
∫ ∫

S×T
g(s, t)σ(ds)τ (dt) � v−

Dzi ki czemu otrzymujemy szukany wynik, co ko czy dowód. 

Twierdzenie o minimaksie mo na otrzyma  równie  z pomoc  twierdzenia 
o separacji w przestrzeniach euklidesowych.

Stwierdzenie 3.3.3. Za ó my, e:

 (i) S jest mierzaln  przestrzeni , a X jest niepustym wypuk ym zbiorem prawdo-
podobie stw nad S

 (ii) T jest sko czonym, niepustym zbiorem
 (iii) g: S × T   jest mierzalna i ograniczona
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W takim przypadku gra (X, (T), g ) posiada warto , a gracz 2 dysponuje opty-
maln  strategi .

Dowód. De  niujemy υ = supX infT g (x, t) oraz D = {a ∈ R
T : ∃x ∈ X, g(x, t) =∫

X g(s, t)x(ds) = at ,∀t ∈ T }. Zbiór D jest wypuk y i rozdzielny z wypuk ym zbiorem 
C = {a ∈ R

T ; at � v + ε,∀t ∈ T }, przy dowolnie obranym  > 0.

Na mocy standardowego twierdzenia o separacji w przestrzeni euklidesowej 
T, otrzymujemy istnienie w T pewnego b  0 o w asno ci takiej, e:

 〈b, d〉 � 〈b, c〉 ∀c ∈ C,∀d ∈ D.

C jest dodatnio wszechstronny (ang. positively comprehensive ), z czego wynika, 
e b  0, za  poprzez podzia  b przez 

∑
t∈T bt  otrzymujemy istnienie pewnego y 

 (T) spe niaj cego:

 g(x, y) � v + ε ∀x ∈ X.

Tak wi c v := infΔ(T ) supX g(x, y) � v + ε . A zatem v = v  i warto  gry 
(X, (T), g ) istnieje. Istnienie optymalnej strategii dla gracza 2 wynika ze zwar-
to ci (T).

3.4. Operator warto ci i gra pochodna

Ustalamy zbiory strategii S i T i badamy zmienno  funkcji wyp at. Rozwa my 
zbiór  funkcji prowadz cych z S × T do  o w asno ci takiej, e:

(a)  jest wypuk ym sto kiem (t. j.  jest stabilny wzgl dem dodawania i mno-
enia przez skalar dodatni oraz 0  ) zawieraj cym funkcje sta e oraz

(b) dla ka dego f w  gra (S, T, f) ma warto , któr  oznacza  b dziemy 
valS×T ( f ) = sups∈S inf t∈T f (s, t) = inf t∈T sups∈S f (s, t), lub pro ciej przez val(  f  ).

Oczywistym jest, e operator val:

(1) jest monotoniczny: f � g ⇒ val( f ) � val(g);  oraz
(2) przesuwa sta e: ∀t ∈ R,val( f + t) = val( f )+ t .

Wynika z tego atwy do wysnucia wniosek, w którym mo na u y  
‖ f ‖ = supS×T | f (s, t)|.

Stwierdzenie 3.4.1. Operator val jest nieekspansywny:

 |val( f )− val(g)| � ‖ f − g‖.
Dowód. Z tego, e f  g + || f  g || wynika, na mocy (1), val(  f  )  val(g + 
|| f  g ||), za  ostatnim wyra eniem jest val(g ) + || f  g || , na mocy (2). 


