MATEMATYCZNE PODSTAWY TEORII GIER

Nastepujacy wynik jest standardowym twierdzeniem o minimaksie dla strategii
mieszanych. Zakladamy, ze funkcja wyplat danej gry jest mierzalna i ograniczo-
na, tak wigc mozemy stosowac¢ twierdzenie Fubiniego i zdefiniowa¢ mieszane
rozszerzenie gry.

Twierdzenie 3.3.2. Niech G = (S, T, ¢) bedzie grg o sumie zerowej takg, ze:

(i) Si T sqg zwartymi topologicznymi przestrzeniami Hausdor/fa;
(ii) dla kazdego tw T, g(- , t) jest poiciggfa z gory, a dla kazdego s w S, ¢(s, *)
jest pbiciggia z dofu;
(iii) g jest ograniczone i mierzalne w odniesieniu do produktu o-algebry borelow-
skiej Bs ® By.

W takim przypadku mieszane rozszerzenie G oznaczane jako (4(S), A4(T), g) posiada
wartos¢, a dla kazdego € > 0, kazdy z graczy dysponuje e-optymalng strategiqg ze
skorczonym wsparciem.

Dowdd. Do gier G" = (4(S), 4; (T), g) oraz G = (4; (S), 4(T), g) mozna zastoso-
waé Stwierdzenie 3.3.1. Otrzymamy dzieki temu, odpowiednio, wartosci v* i v™.
W sposob oczywisty v° < v,

Niech o (wzgl. 7) bedzie optymalng strategig gracza 1 w grze G* (wzgl. gracza 2
w G7). Otrzymujemy wtedy:

/g(s, Ho(ds) >v", VteT,
s

/ g(s,t)r(dt) <v™, Vses.
T

A zatem, na mocy twierdzenia Fubiniego:

vt < // g(s, o (ds)T(dt) < v
SxT
Dzigki czemu otrzymujemy szukany wynik, co konczy dowad. n

Twierdzenie o minimaksie mozna otrzymaé rdwniez z pomoca twierdzenia
0 separacji w przestrzeniach euklidesowych.

Stwierdzenie 3.3.3. Za/6zmy, ze:

(i) S jest mierzalng przestrzenig, a X jest niepustym wypuk#ym zbiorem prawdo-
podobiesstw nad S
(i) T jest skorczonym, niepustym zbiorem
(i) g: S x T— R jest mierzalna i ograniczona
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W takim przypadku gra (X, 4(T), ¢) posiada wartosé, a gracz 2 dysponuje opty-
malng strategig.

Dowdd. Definiujemy v = supy infy g(X, t) oraz D = {a e R : 3x € X, g(x, 1) =
Jx 9(s, )x(ds) = a',Vt € T}. Zbior D jest wypukly i rozdzielny z wypuktym zbiorem
C={aeR";at > v+e,Vt € T}, przy dowolnie obranym & > 0.

Na mocy standardowego twierdzenia o separacji w przestrzeni euklidesowej
RT, otrzymujemy istnienie w RT pewnego b # 0 o wiasnosci takiej, ze:

(b,d) < (b,c) VceC,VdeD.
C jest dodatnio wszechstronny (ang. positively comprehensive ), z czego wynika,

ze b > 0, za$ poprzez podziat b przez ) ,.; b, otrzymujemy istnienie pewnego y
€ A(T) spetniajacego:

gx,y)<v+e Vx eX.
Tak wigc v:=infaq)supyg(x,y) <v+e. A zatem v=uv 1 wartos¢ gry

(X, A(T), g) istnieje. Istnienie optymalnej strategii dla gracza 2 wynika ze zwar-
tosci A(T).

3.4. Operator wartosci i gra pochodna
Ustalamy zbiory strategii S i T i badamy zmienno$¢ funkcji wyptat. Rozwazmy
zbior F funkcji prowadzacych z S x T do R o wlasnosci takiej, ze:

(a) F jest wypuktym stozkiem (t. j. F jest stabilny wzgledem dodawania i mno-
zenia przez skalar dodatni oraz 0 € F) zawierajacym funkcje stale oraz

(b) dla kazdego f w F gra (S, T, f) ma warto$¢, ktoéra oznacza¢ bedziemy
valsxr(f) = sup,cginfer f(s, 1) = inf,cr sup, g f(s, 1), lub prosciej przez val ( f).

Oczywistym jest, ze operator val:

(1) jest monotoniczny: f < g = val(f) < val(g); oraz
(2) przesuwa stafe: Vr € R,val(f +1) =val(f) +1.

Wynika z tego tatwy do wysnucia wniosek, w ktérym mozna uzyc
ILfII = supg,rlf (s, DI

Stwierdzenie 3.4.1. Operator val jest nieekspansywny:
lval(f) —val(@| < I f —gl

Dowod. Z tego, ze f > g+ || f — ¢ || wynika, na mocy (1), val(f) < val(g +
I f— gl), za$ ostatnim wyrazeniem jest val(g) + || f — g|| , na mocy (2). n
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